7. KMITANI A VLNEN[

7 Kmitani a vinéni

Kmity, kmitani, oscilace jsou Casové zmény fyzikalni veli¢iny kolem jeji urcité stfedni
hodnoty. Nejlépe predstavitelnym objektem vykonavajici kmitavy pohyb je téleso na pruzing.
Dalsimi piiklady jsou napf. Casové zmény polohy ¢astice prostiedi, ¢asové zmény proudid v elek-
trickych vodicich, zmény intenzity elektrického nebo magnetického pole, atd.

Mechanické kmitani je kmitavy pohyb, pfi némz se téleso, hmotny bod, nebo element
kontinua stfidavé vychyluje v riznych smérech od své tzv. rovnovazné polohy, v niz jsou vSechny
sily na téleso pusobici ve statické rovnovaze. V této poloze by se dany objekt nachazel, kdyby
nekmital a byl v klidu. Objekt vykonavajici mechanické kmity nazyvame mechanicky oscilator.

Je-li casovy prib¢h kmitl pravidelny, takze jejich prubeh se ptesné opakuje vzdy po stejné
dobé T zvané perioda (doba kmitu), pak jde o kmitani periodické. Nejjednodussim kmitavym
pohybem hmotného bodu (télesa) je periodicky pohyb hmotného bodu (t€lesa) po piimce. Tento
pohyb nazyvame jednoduchy harmonicky pohyb, da-li se popsat rovnici (7.1). Objektu, ktery
takovy to pohyb vykonava, fikdme linearni harmonicky oscilator.

Oznacime-li vychylku linearniho harmonického oscildtoru z rovnovazné polohy x mizeme
pro jeji zavislost na Case psat

X(t) = Asin(at + ¢,) , (7.2)
kde kladna konstanta A se nazyva amplituda vychylky (obr. 7.1). Clen (wt+@,) je bezrozmérna

veli¢ina, kterd se nazyva faze a urcuje hodnotu vychylky v daném case. Po dosazeni za t=0
dostavame x(0) = Asin(gp,) . Hodnota ¢, tedy urCuje vychylku v ¢ase t=0, a proto se nazyva

pocatecni faze. Kladna konstanta @ se nazyva tthlova frekvence.

x(t)
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x(t) = Asin(wt)

x(t) = Asin(wt + @)
Obr. 7.1

Doba, po které se periodicky pohyb opakuje, nazyvame perioda (doba kmitu).
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Tuto podminku mizeme zapsat:
X(t)=x(t+T) (7.2)

Asin (ot+¢,) =Asin [o(t+T)+¢,] (7.3)

Vyiesenim této goniometrické rovnice dostaneme vztah T =27 a tedy
T= 2z . (7.4)
@
Doba kyvu (perioda) je doba z jedné krajni polohy do druhé a navrat do vychozi. Pievracena

hodnota periody se nazyva frekvence (kmito¢et), znacime ji f a udava, kolikrat se periodicky dé&j
opakuje za jednotku ¢asu. Jednotkou frekvence je [f ]= s'= Hz (hertz). Plati tedy

27
=27rf == 7.5
o=27t== (7.5)

7.1 Linearni harmonicky oscilator netlumeny

Jako pftiklad netlumeného harmonického oscildtoru vezmeme téleso o hmotnosti m
upevnéné na spirdlovou pruzinu o tuhosti K, které se mize pohybovat po vodorovné podloZce bez
tfeni. Tuhost pruZiny kK je kladna konstanta charakterizujici pruzinu. Cim vétsi tuhost tim vétsi
silu musime vynalozit na stlaceni (natazeni) pruziny. Pro zjednoduSeni feseni této ulohy si osu X
soustavy soufadnic polozime do podélné osy pruziny. Pocatek soustavy souradnic umistime do
rovnovazné polohy télesa (obr. 7.2). Po vychyleni télesa z rovnovazné polohy bude pruzina na
téleso pusobit silou, jejiz velikost je pfimo umérna vychylce a sméfuje do rovnovazné polohy, tedy
proti vychylce (proto znaménko - ).

7
a) 7
/ '\“:'.3,"._,"“'."‘""“_'.'-,"'."‘l'\v- i m
L A o A “x
x=0
7 .
7 o
by 7 e
% \ N\ £ m
LTI, TSI X
- x -
7 x =4
/:‘ ;Av
c) 7 —l -
7
74— m
SIS YIS IS S =,
- 1 )
x=0
Obr. 7.2
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Plati tedy
F=F =—kx . (7.6)

p

Jiné sily na téleso neptisobi (tfeni a odpor vzduchu zanedbavame). Zname tedy vyslednici sil
pusobicich na téleso. Podle 2. Newtonova zakona plati

2
F:FX:maX:m—d )z(:—kx : (7.7)
dt
Upravenim této rovnice dostaneme
d’x  k
—+—x=0. 7.8
dt®* m (7:8)

Jedna se o obyc¢ejnou linearni diferencidlni rovnici druhého tadu (fdd nejvyssi derivace)
s konstantnimi koeficienty bez pravé strany (homogenni rovnice). Resit (integrovat) diferencidlni
rovnici znamena nalézt vSechny funkce (integraly) x = X(t) , které vyhovuji dané diferencialni
rovnici.

Regenim této rovnice je funkce ve tvaru x(t)= Asin(wt+¢,), kde A, o, ¢, jsou konstanty, které

postupné uréime tak, ze tuto funkci dosadime do fesené diferencialni rovnice.

Nejprve je tfeba funkci  x(t) = Asin(wt+¢, ) dvakrat zderivovat

2
%: Aw cos(wt +¢, ), %:—Aa)2 sin(ot+¢,) .

Po dosazeni do rovnice (7.8) dostaneme

—Aw’ Sin(a)t+(o0)+%Asin(a)t+(oo):O : (7.9)

., kK /k
W'== = 0=,—. (7.10)
m m

Integra¢ni konstant A, ¢, uréime z pocateCnich podminek. Konstanta A je urCena hodnotou

A po upravé:

pocate¢niho vychyleni a druha konstanta ¢, urcuje fazi kmitt v ¢ase t=0. Vysledné feseni je tedy:

x(t):Asin(\/EtJr(poJ : (7.11)
m

Vysledny prabéh vychylky télesa na pruzin€ odpovida jednoduchému harmonickému pohybu.
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7.1.1 Rychlost a zrychleni harmonického pohybu

Rychlost télesa konajiciho harmonicky pohyb dostaneme derivaci vztahu pro soufadnici,
tedy derivaci funkce x(t)=Asin(ot+g,):

v, :% = Aw cos(wt+¢,) . (7.12)
Pokud je vcase t;=0 i ¢, =0, maximalni rychlost téleso nabyva pfi prichodu rovnovaznou

polohou (cos 0=1) a jeji hodnota je V,,, = Aw.

Zrychleni télesa konajiciho harmonicky pohyb dostaneme derivaci vztahu pro rychlost, tedy
derivaci funkce v, = Aw cos(wt+¢,) :
_dv,
“dt
Pokud je v ¢ase t, =0 i ¢, =0, maximalni zrychleni téleso nabyva pro X = X

a

—Aw’® sin(at+¢,) =-o’x(t) . (7.13)

nax» tedy pii dosazeni

amplitudy (sinwt =1) a jeji hodnota je a__ = Aw’.

Casova zavislost vychylky, rychlosti a zrychleni t&lesa pii harmonickém pohybu je znazornéna na
obr. 7.3.

Obr. 7.3
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7.1.2 Energie harmonického oscilatoru

Silové pisobeni pruziny je prikladem pohybu v poli konzervativnich sil (kapitola 3), kde
plati zdkon zachovani mechanické energie. Velikost sily zptsobujici harmonicky pohyb hmotného
bodu ve sméru osy X lze vyjadiit relaci F, = - kx , kde k je tuhost pruziny a X je okamzita vychylka
hmotného bodu ve sméru osy X. Prace, kterou musime vykonat, aby se pruzina protahla z polohy X
=0 do bodu vzdaleného o A, ktery je zaroven krajni polohou kmitajiciho bodu ur¢ime jako:

A A
= 1
\N=IFdr=Ide=—W¥. (7.14)
0 0 2
Vykonana price se projevi ve zvySeni potencialni energie kmitajiciho bodu.

Na obr. 7.4 je znazornén priubéh potencialni energie hmotného bodu konajiciho kmitavy
harmonicky pohyb v zavislosti na okamzité vychylce X. Celkova energie hmotného bodu

E=E +E, (7.15)

. . o, . , 1 ) . e .
je v amplitudé A rovna potencidlni energii hmotného bodu 3 kA®, protoze jeho kinetické energie je

v krajni poloze nulova. V kterémkoliv jiném bod¢ je celkova energie kmitajiciho hmotného bodu
déana souctem kinetické energie E, a potencialni energie Ep.

Ek+Ep:lmv2+1kx2=lkA2. (7.16)
2 2 2
E,(x)
E,(x) = zmw*x®

2

=

X

1
: Ep(x) =§k‘42
i
A

|4

Obr. 7.4
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O tom, Ze celkova energie hmotného bodu béhem kmitavého pohybu zlistava konstantni, je mozno
se presveédcit dosazenim za velikost okamzité rychlosti v a okamzitou vychylku x do vztahu (7.16).

x = Asin(awt + g, )

V=%=a)ACOS(a)t+¢O) (7.17)
2
E +E, :%m(((ji_)t() +%kx2 :%ma)ZAZ COSZ(a)t+(p0)+%ma)2Azsin2(a)t+(po) :

kde jsme za k dosadili vztah (7.10) k =m®?®, coz vyplyva z pohybové rovnice pro harmonicky
pohyb hmotného bodu. Dalsi upravou vztahu pro E, + Ep dostaneme

E +E, :%ma)zA2 [ cos’ (wt + @, ) +sin® (at + ¢,) ] :%ma)zA2 =%kA2 . (7.18)

Ex(t) + Ep(t)
N\
/ N\

energie

—A 0 vichylka A
Obr. 7.5 (podle [4])
Celkova energie hmotného bodu upevnéného na pruziné je béhem kmitavého pohybu

konstantni, zachovava se, a je stejné velkd jako maximalni kinetickd energie nebo maximalni
potencialni energie.
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7.2 Tlumeny linearni harmonicky oscilator

Volné (vlastni) kmity oscilatoru (pii nich ptisobi na oscilator pouze elastické sily, dané napf.
rovnici F, =—k X), neni mozné presné realizovat, nebot pfi kazdém pohybu télesa piisobi odpor
tieni a odpor prostiedi (napt. vzduchu), v némz se pohyb déje apod. Vlivem odpori postupné ubyva
energie kmitd a amplituda vychylky s ¢asem klesa. Takové kmity nazyvame tlumené.

Casto se predpoklada, Ze odpor prostiedi, tj. odporova sila IfO je pfimo umeérna okamzité
rychlosti V. hmotného bodu (t¢lesa, oscilatoru) a pusobi vZdy proti sméru okamzité rychlosti télesa.

Tedy F,=-BV, kde B>0 se nazyva souéinitel linearniho (viskézniho) odporu. Pro pohyb
pouze Vjednom sméru, napf. ve sméru 0Sy X, dostaneme F,, =—-Bv, :—B% . Resme tentyz

ptiklad jako pro harmonicky oscilator netlumeny, ale budeme navic uvazovat i odpor prostiedi (obr.
7.6).

7
7
7 .
z | B #
I AR A A A AANAY= = o
A P77 7777
Obr. 7.6
Vyslednice sil pisobicich na téleso bude:
F, =—kx—Bv, :—kx—B% . (7.19)
dt
Opét podle I1. Newtonova zdkona plati:
2
F=ma,=m3 X - - dX (7.20)
dt dt
r - - My b4 4 2 B 14 W r r
Upravime tuto rovnici s pouzitim ozna¢eni: —=®" , —=2Db. Potom po Gprav¢é dostavame
m m
d’x k_ Bdx
— =——X——— (7.21)
dt m mdt
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2
%+2b%+w2x=0 | (7.22)

Jedna se opét o obycejnou linearni diferencidlni rovnici druhého fadu s konstantnimi koeficienty
s pravou stranou rovnou 0. Ukazme si, jak lze takovou rovnici fesit.

Dalsi postup feseni je nasledujici:

e Reseni piedpokladame ve tvaru funkce x(t) = Ce*!.
Abychom opét ziskali hodnoty konstant C a A, funkci x(t) = Ce*' dvakrit zderivujeme

2
X _caetoax Xl
dt dt

e Dosadime zpét do diferencidlni rovnice a po Gpraveé dostaneme:
A2 +2bl+w’ =0

Tato rovnice se nazyva charakteristicka rovnice. VyfeSenim této kvadratické rovnice ziskame dva
koteny:
A, =—b+yb’-a”, A, =—b=~b’-a”.

e Obecné feseni diferencialni rovnice pokud A4 #4, ma tvar
At Ayt
X(t): Cle ! +C2€ 2 y

kde C,, C, jsou integracni konstanty.

O tom, jaky pohyb je vysledkem tlumeni harmonického oscilatoru, rozhoduje diskriminant
\b? —»® vystupujici v kofenech charakteristické rovnice 1, 1, .

Reseni rozdélime na 3 varianty.

1) b*<o’

Konstanta b je pfimo imérna tlumeni, tj. pfi malém tlumeni vznikne periodicky pohyb. Kofeny

o g r . . v v rowr 2 2 H 2 2 o ’
charakteristické rovnice 4, 4, jsou komplexné€ sdruzend cisla (i\/ b2 —e® =+ iV’ —b ) a feSeni
diferencidlni rovnice vypada nésledovné:

x(t) =™ (Cqe' R R LY (7.23)

Tento vysledek upravime uzitim Eulerova vzorce e*'” = cosp + ising a dostaneme
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X(t):e‘bt[(C1+C2) cosvw? —b%t +i(C,—C,)sin /a)z_bz t] (7.24)

Zavedeme-li substituci:

C,+C,=Csing,, i(C,—C,)=Ccosg,

dostaneme x(t):e‘bt[Csin(pocos( a)z—bzt)+Ccos%sin( a)z—bzt)] (7.25)

Tento vyraz upravime a zjednodusime pomoci goniometrického vztahu:

sin(a + f) =sina .cos f+cosa .sin S

a dostaneme vysledné feSeni:

x(t)=Ce ™ sin(Vo’ —b*t+¢,) . (7.26)

Srovnanim § rovnici volnych harmonickych kmiti x(t) = Asin(wt+¢,) vidime, Ze:

pii b < ® vznika kmitavy pohyb se stalou frekvenci

o, =V’ —b? <, (7.27)

ktera je mensi nez vlastni thlova frekvence o, jakou by oscilator kmital, kdyby nebyl
tlumen.

amplituda vychylky vSak neni konstantni, ale exponencialné se zmensSuje s Casem podle vztahu
ce™ 0 ,Iychlosti® klesani amplitudy kmit rozhoduje parametr b, ktery se nazyva souéinitel
tlumeni. T¢leso kona tlumené kmity. Periodu tlumenych kmitt ur¢ime
2r 2m

@ o’ -b?

T

1

(7.28)

: 2 o
doba kmita T, tlumenych je konstantni a je delSi nez doba kmitu T = Ty pripad¢ kmith
@

netlumenych.

Z matematického hlediska tlumené kmitani neni periodické, tj. nevyhovuje podmince x (t+T;) =

X(t), ma vsak nékteré vlastnosti jevici periodicitu, a proto ho nazyvame pseudoperiodické (obr.
7.7).
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x(t)
G
N\
\\Ce—bt
~
~
e T — -
0 A t
//
‘/
T
Obr. 7.7

Mirou tlumeni je bezrozmérna veli¢ina atlum A a je definovana jako pomér dvou po sobé
nasledujicich vychylek ve stejném sméru (tfeba maximalnich) od rovnovazné polohy v okamzZicich t
at+T,.

Jelikoz plati podle rovnice 7.28, ze T,v” —b* = 2r, Ize odvodit vztah:

(1) Ce ™ cos[\/a;2 ~b? t}
A = =
X(t +T1) Ce—b (t+T1) CoS |: /a)Z A b2 (t +T1):|

Ptirozeny logaritmus tlumu se nazyva logaritmicky dekrement ¢ (dekrement = ubytek). Plati:

+bT,

=€ (7.29)

§=InA=bT, . (7.30)

2) b* >’

Tlumeni je velké, feSeni diferencialni rovnice je neperiodickd funkce. Kofeny charakteristické
rovnice 1,4, jsou realné. Reseni ma tvar

(—b+m) t

(—b—\/m ) t

+Che (7.31)

x(t)=Cse

Vychylka oscildtoru na ¢ase je dana souctem dvou exponencidlnich kiivek, které se s rostoucim
casem asymptoticky blizi k nule. Oscilator (téleso) se vraci zpét do rovnovazné polohy, aniz ji
prekro¢i  (obr. 7.8). Tento pohyb nazyvame aperiodicky pohyb linearniho harmonického
oscilatoru.
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Konstanty C,,C, lze uréit z po¢atecnich podminek, které jsou: v ¢ase t=0 jsme téleso vychylili do

polohy x(0)=C a jeho rychlost byla tésn€ po uvoln&ni V(O) = % =0.

3) b’=w?

Koteny charakteristické rovnice A, 4, jsou realné a shodné. Obecné teSeni diferencialni rovnice

V takovém ptipad¢ ma tvar:

x(t)=(C,+Cyt)e™™ =(Cy+ Cot)e™™ . (7.32)

Tento pohyb nazyvame mezni aperiodicky pohyb linedrniho harmonického oscilatoru. Oscilator
(t€leso) se opét vraci zpét do rovnovazné polohy, aniz ji piekro¢i a d&je se tak rychleji neZ pii b > @
(tj. ,,nejrychlejsim* moznym zpisobem). Toho se vyuziva v technickych zafizenich, napt. pti volbé
tlumeni u systémi meéficich pfistrojii, kdy chceme dosdhnout rovnovazné polohy systému co
nejrychleji, bez kyvani ru¢icky (obr. 7.8).

X(C)}

C

K|

Obr. 7.8

7.3 Vynucené kmity linearniho harmonického oscilatoru

Velice dulezitym piipadem v praxi jsou kmity vynucené, které kona oscilator vlivem
pusobeni vnéjsi periodické sily. Pfi kmitani oscilatoru v odporujicim prostfedi postupné klesa
celkova energie oscilatoru o energii, potfebnou k prekonani odporu, v disledku ¢ehoz kmity za
ur¢itou dobu vymizi. U nasi pruziny s télesem z predchozich dvou ptikladii mizeme toto periodické

v

pusobeni vnéjsi sily realizovat uchycenim pruziny na obvodu otacejiciho se kola.
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Kolo se bude otacet konstantni thlovou rychlosti Q a da se ukézat, Ze tim i vné&jsi sila na
pruzinu se bude ménit se stejnou frekvenci a miizeme ji zapsat vztahem F, = F,sinQt.

F

S }
/ N A A/ A A A A A A '\'*__~i -
\ [\ .-.--)"7.7 “ NN '\\IV'/ V'V VYV \.",f‘.v/ AV Y -~ i;
N Y/ % : - —-
Q /I /e X
0
Obr. 7.9

vewr

4

Toto kmitani nazyvame nucené (vynucené) a vnéjsi silu F, silou budici.

Shriime si tedy vSechny sily, které ptisobi na téleso o hmotnosti m uchycené k pruziné o
tuhosti k , vSe v prostfedi se soucinitelem linearniho odporu B, jak bylo znaceno v ptedchozi
kapitole (obr. 7.6). K témto silam pfibude vné&jsi budici sila 0 velikosti Fy a dostaneme vyslednici
vSech sil:

F = —kx—B%+ F,sin(Qt) . (7.33)

Z 11. Newtonova zékona opét sestavime pohybovou rovnici:

d?x dx i
m—- = —kx—-B—+F sin(Qt) . 7.34

: : .k B . .
Zavedeme-li oznaceni jako v predeslém odstavei — = w°, —=2b, kde b je souinitel tlumeni a @
m m
je vlastni thlova frekvence volnych kmitl, jaké by oscilator konal, kdyby na né&j kromé¢ pruzné

vazby —kx nepusobily jiné sily, pak z (7.34) dostaneme rovnici:

2
9% 20 4 ik = Fosin(at) . (7.35)
dt dt m

Tato rovnice je obycejna linearni nehomogenni (nebot’ ma nenulovou pravou stranu) diferencialni
rovnice druhého fadu s konstantnimi koeficienty.

Dalsi postup feSeni je nasledujici:
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Zteorie fteSeni obycejnych diferencialnich rovnic vyplyva, Ze obecné feSeni rovnice
nehomogenni je rovno souctu obecného feseni piislusné rovnice homogenni (tj. téze rovnice bez
pravé strany) X, (t) a libovolného partikularniho feseni x, (t).

Resenim rovnice homogenni jsme se zabyvali v odstavci 7.1. Napf. pro b <@ je obecné feseni
homogenni rovnice dano rovnici (7.26) x(t)=Ce™ sin(vw’ —b*t+¢,).

Partikulérni feSeni se urcuje u linearnich rovnic zkusmo, zvolime funkci stejného typu jako je
funkce na pravé strané rovnice a to tedy X(t)z A, sin(Qt+y). Dosazenim do diferencidlni
rovnice ur¢ime konstanty A, , 7.

Uplné feseni vynuceného kmitani 1ze popsat rovnici:

x(t)=Ce™ sin(No’ —b*t+¢,)+ A, sin(Qt+7). (7.36)

Z tohoto feSeni vyplyva:

Prvni ¢len klesa s casem k nule a tedy po ur¢ité dobé je roven nule (obr. 7.7) a druhy ¢len
vyjadiuje vynucené kmity o stejné frekvenci jako ma budici sila.
Zbyva urcit konstanty A, , 7, kde A, je amplituda vynucenych kmitl a y je fazovy posun

mezi vychylkou a budici silou. To provedeme dosazenim do rovnice (7.35).
Funkci x(t)=A, sin(£2t+y) dvakrat zderivujeme a dosadime

. . F .
—A Q% sin(Qt+7)+2b AQ cos(Qt+y)+ o’ A, sin(Qt+y)=—2sin(Qt) . (7.37)
m
Tato rovnice musi byt splnéna v kazdém okamziku, tj. pro vSechna t , volime dva Casy:

Qt+y=0, Qt+y :% . Dosazenim do rovnice (7.36) dostaneme soustavu dvou rovnic pro dveé
. F .
neznamé A, , ¥ 2bA,Q=——siny
m
F . (« F
~A,Q* +*A,=—2sin| =—y |=—2cosy.
AD oA =5 sin[ 2 7] B cosy

Vyd¢lime-li prvni rovnici druhou dostaneme feseni pro y, resp. tgy

2b0)
o’ -Q? (7.38)

a Umocnénim obou rovnic na druhou a sectenim dostaneme feSeni pro A,

gy =-
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A = m . (7.39)

7.3.1 Rezonance amplitudy

Po urcité dob¢, kdy prvni ¢len feSeni (7.36) je roven 0, nastane ustaleny stav. V tomto stavu
kona oscilator netlumené vynucené kmity, popsané druhym c¢lenem rovnice (7.36), {].
X(t)=A, sin(Qt+y).

Pojem rezonance zname z bézného zivota. Nékdy je zadoucim jevem a vyuziva se tak
napfiklad u hudebnich nastroji k zesileni zvuku, ladéni, u kmito¢tomeért, k rozhoupani houpacky
(ptisobime na houpacku harmonickou pravidelnou silou o stejné frekvenci jako je vlastni frekvence
kmitd houpacky), ale naptiklad i v mikrovinné troubé, u antény, v 1€katstvi (magnetickd rezonance).
Pfi rezonanci dochédzi k maximalnimu pfenosu mechanické energie na oscilator. Proto lze pfi
rezonanci vyvolat i pomérné¢ malou vnéjsi silou velké amplitudy — napt. malou silou rozhoupeme i
velmi tézky zvon, budeme-li natahovat lano od zvonu v pravidelnych casovych intervalech,
odpovidajicich frekvenci jeho vlastniho kmitani. Rezonance ma i neZadouci aZ destruktivni
ucinky (rezonance strojnich souc¢asti — kritické otacky hiidele, rezonance staveb).

Aby hodnota amplitudy A, byla maximalni, musi byt
d
LAV (7.40)
dQ
Z duvodu konstanty v Citateli zZlomku a monotonie funkce ve jmenovateli staci, kdyz bude rovna
nule derivace vyrazu pod odmocninou. Tato derivace je rovna:

2(0 -Q*)(-2Q) +80°Q =0 (7.41)
Upraveni této rovnice dostaneme, Ze vyraz pod odmocninou bude minimalni, kdyz
Q=Q =+’ -2b". (7.42)

Dosazenim této hodnoty do vztahu pro amplitudu dostaneme hodnotu rezonan¢ni amplitudy:
L)
A=——" (7.43)
2b,/(” -b)
Zavislost amplitudy vynucenych kmitd A, na frekvenci budici sily € se nazyvd rezonancni

krivka (obr. 7.10) Rezonané¢ni kfivky jsou tim strmé&jsi (rezonance je ostiejsi), ¢im mensi je
tlumeni b oscilatoru. Pro b = 0, tj. u systémi netlumenych, nastava rezonance pro Q,=w a tedy

A — o (rezonancni katastrofa).
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A,

| e

Obr. 7.10

7.4 Slozené kmity. Princip superpozice kmit(

Koné-li hmotny bod nebo téleso dva ¢i vice mechanickych kmitavych pohybli soucasné
vzniknou tzv. slozené kmity. Budeme uvazovat, ze soustava, ktera vykonava kmity, je linearni, tj.
takova, jejiz kmitani lze popsat linearnimi diferencialnimi rovnicemi.

Jednotlivé kmity, které kond linearni soustava soucasné€, se d€ji nezavisle na sob¢ a kazdy
Z nich probihd stejné, jako kdyby se v soustavé uskuteciioval sam. Kmity se tedy vziajemné
neovliviiuji.

Vychylka slozeného kmitavého pohybu I je rovna vektorovému souctu vychylek T, T,,

I, ... jednotlivych samostatnych kmitavych pohybt:

r=n+n+n+... (7.44)
U lineérnich soustav plati princip superpozice kmiti.

7.4.1 Skladani stejnosmérnych kmitC

Kona-li hmotny bod soucasné¢ nckolik kmitavych pohybii podél téze piimky, jde
0 stejnosmérné kmity. Bude-1i touto pfimkou osa X (coz mizeme libovolné zvolit), plati:

X (t)=Asin(o t+¢,) ,
X, (t)=A,sin(w,t+9,) . (7.45)
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Rovnice (7.44) se zjednodusi na rovnici jen pro X-ovou soutfadnici
x(t)=x(t)+x,(t) . (7.46)

Vysledek je ovlivnén jednotlivymi parametry (amplitudou, thlovou frekvenci, pocate¢ni fazi) a
jejich vzajemnym vztahem. Téchto 6 parametrii by vedlo na mnoho raznych variant vyslednych
kmit. Uved’'me si zakladni piipady.

e Skladani stejnosmérnych harmonickych kmiti stejné frekvence
Pfedpokladejme, ze amplituda obou kmiti je stejnd a ¢, =0, ¢, = ¢, potom podle (7.1) mizeme
psat

X, (t) = Asin(ot + @)

X, (t)=Asin(wt) . (7.47)
Vychylka vyslednych kmitt je tedy podle (7.46)

X(t) =x,(t)+X, (t)= Asin(wt + @) + Asin(wt) . (7.48)

+5

Pouzitim goniometrického vztahu Sina +sin f = 2sin YTP coss ;ﬂ dostaneme pro (7.47):

X(t) =X, (t)+x,(t) = A[sin(wt + @) +sin(wt)] = 2Acos(%j sin (a)t +%j (7.49)

Z toho vztahu lze vy¢ist, jak vysledné slozené kmity budou vypadat.

Clen 2ACO$(§) je konstantni a rozhoduje o velikosti amplitudy vyslednych kmitl. Amplituda

bude - minimalni (nulova) pro
cos%:0:> o= (2k+1) «
- maximalni pro
cosgzil = ¢@= 2kr,
kde k je celé ¢islo.

Vysledné kmity budou harmonické a budou mit stejnou hlovou frekvenci jako pavodni

kmity, protoze vyslednou uhlovou frekvenci udava ¢len sin (a)t + %) a pocatecni faze bude rovna

(%j . O amplitudé vyslednych kmita tedy rozhoduje hodnota fazového posunu ¢ . Obdobna situace
bude platit i v piipad¢ riznych amplitud skladanych kmita (obr. 7.11).
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x(t) \
A= Al + ."-1__.
1| /.,
]‘ '/'/ ~,\\I
0 Tt
x(t)
A
4=J41—.’4 / ] /‘ \‘ \-(f'j
0 x(t) t
1, / ' ¢ (1
Obr. 7.11
e Skladani stejnosmérnych harmonickych kmiti s riznou frekvenci.
M¢jme dva stejnosmérné harmonické kmity, popsané rovnicemi:
X (t)=Asin(@t+p) ,
X, (t) = Asin(w, t+9,) . (7.50)
Pro vysledné kmitéani plati:
x(t)=x(t)+x,(t) . (7.51)

Zjistime, za jakych podminek bude vysledné kmitani periodické (pozor na rozdil slov periodické a
harmonické), jsou-li obé sklddand kmitdni harmonicka. Potom ob¢ skladand kmitdni musi byt
periodicka se stejnou spolec¢nou periodou T .

Podminky periodicity jsou dvé: sin[m,(t+T)+¢,] = sin(o,t+¢,)

sinfo,t+T)+¢@,]=sin(w,t+,) . (7.52)
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VyfteSenim téchto goniometrickych rovnic dostaneme podminky:
o,T =n2mn,
®,T=n,2n, (7.53)

kde n, n, jsou cela ¢isla n,n, =1,2,3, ...

Dalsi upravou soustavy rovnic (vylou¢enim periody T) dostaneme podminku pro periodicitu

vyslednych kmita:
n
@b (7.54)
@, N,
. . , . . . , o 2w 2
Dosazenim ze vztahii pro Uhlovou frekvenci a periodu pivodnich kmith o, :? . 0, =T—
1 2
T, n
dostaneme & =2 =11
w, T, n

Vysledné periodické kmitani je obecné neharmonické, ale opakuje se po uplynuti doby T Vv pfipadg,

7e pomér period pivodnich kmiti -2 je v poméru celych ¢isel. V takovém piipadé mluvime
1
0 souméritelnych periodach (frekvencich).

Skladanim stejnosmérnych harmonickych kmitl soumeétitelnych frekvenci mohou vzniknout

nejruznéjsi periodické kmity s libovolnym ¢asovym pribéhem, ktery zavisi na poctu skladanych
kmitd, na jejich kmito¢tech, amplitudach a pocatecnich fazich (napt. obr. 7.12).

x(t)

WAL ZANAL ZANVA
EATRAT R

Obr. 7.12

e Skladani dvou stejnosmérnych harmonickych kmita blizkych frekvenci

V tomto ptipad¢ budeme skladat dva stejnosmérné harmonické kmity, jejichz tthlové frekvence @, ,

o, se malo navzajem lisi.

125



7. KMITANI A VLNEN[

Pfedpokladejme, ze napf. @ >, a pro zjednoduseni jsou amplitudy obou kmitl stejné
A = A, = A apocatecni faze jsou nulové ¢, =@, =0, potom
X, (t)=Asin(at) ,

X, (t) = Asin(a,t) . (7.55)
Pro vysledné kmitédni plati:
X(t) =% (t)+x,(t) = Asin(w, t) + Asin(a, ) . (7.56)
Upravenim pomoci goniometrického vztahu sin o +sin £ = 2sin i _|2— p cos & ;ﬂ dostaneme:
x(t)= 2Asin(@t) cos[%tj : (7.57)
— +
Jelikoz @, w, jsou blizké uhlové frekvence, pak plati O 5 @ < O > @ Z toho plyne, Ze

w; + @,

t | bude ménit mnohem rychleji nez funkce

2

s rostoucim ¢asem t se funkce Sin[

cos[(o1 ; wzt] obr. 7.12.

Obr. 7.13

w, +w,

Vysledné kmity lze pokladat za sinusové s primérnou frekvenci @ =

, jejichz amplituda

0, —o , , L . . o
2 Acos #t] neni konstantni, ale periodicky se méni mezi nulou a hodnotou 2A s relativné
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a)l -
2
periodické zesilovani a zeslabovani kmitd se v akustice nazyva razy nebo zaznéje.

1)
2 . Tento kolisavy priibéh amplitudy vysledného kmitu &ili

malou thlovou frekvenci

7.4.2 Skladani navzajem kolmych kmit(

V piedchozi kapitole bylo popsano skladani stejnosmérnych kmitii a nyni feSme, co plati
pro skladani kmit kolmych. Zjistili jsme, Ze jsou-li vSechny skladané kmity periodické a jejich
periody souméritelné, jsou i vysledné kmity periodické. Vysledna trajektorie hmotného bodu je
uzavienou prostorovou kiivkou, kterou hmotny bod periodicky probiha. Nejsou-li periody kmitt
soumg¢fitelné, je vysledny kmit neperiodicky a hmotny bod se pohybuje stale po jiné, neopakujici se

kiivce.
[} Y

k)

Z =
7/ X
7

7

Obr. 7.14

Popisme pohyb hmotného bodu, ktery kona dva navzajem kolmé harmonické kmity o stejné tthlové
frekvenci @ ve smérech soutadnicovych os x ay (obr. 7.14). Plati:

X(t)=Asin(at)
y(t) = Bsin(wt + @) , (7.58)

kde A, B jsou amplitudy kmitt (obr. 7.14), ¢ je fazovy posun mezi obéma kmity.
Z téchto dvou rovnic ur¢ime trajektorii pohybu hmotného bodu. Potfebujeme ziskat funkci y(x), a

tedy vylou¢ime z rovnic ¢as t. Upravami s pouzitim zakladnich goniometrickych vztahti dostavame
2

X

sin(wt) =% = cos(wt) = 1—?

2
y = Bsin(wt )cosp +Bcos(wt)sing= B%COS(/}+ Bﬂfl—% sing

2 2

XLy 2y

g7 ag (050 = sin‘e .
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Tato rovnice je rovnice kuzelosecky, jejiz tvar zavisi piedev§im na fazovém posuvu ¢ . Pokud
naptiklad
e ¢=0,potom

x> y* o 2xy x yY B . .
+ — =0 (Z_Ej =0 = yzzx je rovnice primky

A2 B AB
T
. gozE,potom

je rovnice elipsy

Dalsi moznosti jsou uvedeny na obr. 7.15.

/| /

)
P

a
4 N
AN NN/
¥=0 11 g %n il %‘n %‘n
Obr. 7.15 [1]

V ptipadé, ze uhlové frekvence kolmych skladanych kmiti nebudou stejné @, # @,, m&me kmity

popsané rovnicemi:
x(t)=Asin(at),

y(t)=Bsin(w,t +9) .

Slozenim téchto kmiti vzniknou periodické kmity jen v piipadé€, jsou-li jejich thlové frekvence w,
a @, (nebo periody T, a T,) soumétitelné. Uzaviené rovinné kiivky, predstavujici trajektorii
hmotného bodu konajiciho periodické kmity, nazyvame Lissajousovy krivky. Jejich tvar zavisi na
: A ey C o . . T o
poméru amplitud — obou sklddanych kmitli, na poméru jejich frekvenci % = 2 a na fazovém
> L
rozdil ¢ jejich pocatecnich fazi. Pro nékteré hodnoty téchto parametra jsou kiivky znazornény na

obr. 7.16.
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Obr. 7.16 [1]

7.5 Vznik a sifeni vinéni

V piipadé buzenych kmitd jsme na hmotny bod pusobili periodickou silou. Touto silou mtize
vSak pulisobit jiny hmotny bod jiz vykondvajici harmonické kmity. Dostdvame tak dva spfazené
oscilatory (vazané oscilatory). Zpisob, jakym na sebe oscilatory plisobi, nazyvame vazba. Na
obrazku je tato vazba reprezentovana pruzinou, jejiz tuhost rozhoduje o typu vazby.

Obr. 7.17
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Nyni mizeme od dvou vazanych oscilatort piejit k nekonecné fad¢ takovychto oscilatora (Machtv
vinostroj) na obr. 7.17. Necht Xx-ova osa soufadnic je souhlasna stadou hmotnych bodu.
Vychylime-li prvni hmotny bod kolmo na osu X, za¢ne tento bod vykondvat harmonické kmity.
Tuto okamzitou vychylku si ozna¢ime U, a protoze je to vychylka bodu v mist¢ X =0, pak v Case t
zavedeme oznaeni u(x,t) =u(0,t) . Prostiednictvim vazeb mezi jednotlivymi hmotnymi body

zacne po chvilce kmitat druhy hmotny bod, tieti, ctvrty, atd. Jejich okamzitou vychylku oznacime
analogicky u(x,t), kde za x muZeme dosadit X-ové soufadnice jednotlivych hmotnych bodu.

Kmitavy pohyb se v bodové fad¢ $iti konecnou rychlosti a tuto rychlost oznac¢ime V.
Kmitani prvniho hmotného bodu mizeme popsat tak, jak jsme byli zvykli

u(0,t) = f(t) =u, sin (ot+¢,), (7.59)
kde u, je amplituda, @ frekvence kmiti prvniho hmotného bodu a ¢, je pocatecni faze (pro

zacatek polozime ¢, =0). Stejna vychylka jako v poloze O bude v poloze X se zpozdénim o cas

X . (x wre s s f v 1x Y oy oy
r=—, kde Vv je pravé rychlost Sifeni kmitani v bodové fadé. Coz mizeme napsat opacné, Ze
v

vychylka v bod¢ X je stejna jako v mist 0, v Case (t —EJ , a tedy:
v

u(x,t) = f(t—é):uosin[w(t—fﬂ . (7.60)

Vv

Vzdalenost dvou nejblizsich bodi (oscilatorti) téze tady, v nichz se faze kmitt 1i$i o hodnotu 27, se
nazyva vlnova délka A piislusné viny. MiiZzeme také fici, Ze vlnova délka je vzdalenost, kterou

v
vlna urazi béhem jedné periody (obr. 7.18), atedy A =VT = 7= % = 27[%.
27

Rychlost V nazyvame fazova rychlost sifeni vinéni. Upravou vztahu (7.60) dostaneme

u(x,t) = uosin(a)t—ng =, sin(a)t—z—;_[x) =u, sin(a)t—%rxj =u, sin(awt—kx) . | (7.61)
v v

2
kde 77[ =k se nazyva vinové Cislo (thlové vinové ¢islo).
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Obr. 7.18

4

Zatim jsme pracovali s vinénim Sificim se ve sméru osy X, ale obecné¢ se vInéni §ifi v prostoru.
Zajima-li nas potom amplituda viny v ¢ase t a vV misté o polohovém vektoru r = (x, y, z) ur¢ime ji

z rovnice u(r,t) =u0.sin(a)t—IZ~F). Vektor k se nazjva vinovy vektor, jeho smér je ve sméru
s . . . Y 4
Sifeni vIny a jeho velikost je vinové ¢islo N

Nyni piejdeme od modelového piikladu fady kmitajicich vazanych oscilatorti k redlnému
vinéni. Mechanické kmitani ¢astic prostiedi, pfenaSené plisobenim elastickych sil (sil pruznosti)
mezi sousednimi objemovymi elementy prostiedi (vzduchu, pevné latky, kapaliny) postupné na
dalsi a dalsi jeho elementy se nazyva postupné elastické vinéni. Jsou-li vychylky kmiti ¢astic
prostiedi dostate¢n¢ malé, nedochazi pfi Sifeni elastického vInéni k pfenosu latky, tj. k jejimu
pfemistovani v urcitém smeéru. Vyznamnym rysem postupného vinéni je to, ze pii jeho Sifeni
dochézi k pienosu energie ve sméru Sifeni vinéni.

vIv

7.5.1 PFi¢né postupné vinéni

Jako piiklad byl pro vysvétleni vzniku vinéni v pfedchozi kapitole vybran model, kdy
jednotlivé oscilatory v bodové fadé kmitaji kolmo na smér Sifeni viz obr. 7.8. Elastické vinéni, u
né¢hoz je vychylka kmith ¢astic prostfedi u(x,t) v kazdém bod¢ stale kolma ke sméru $ifeni vinéni

Vv tomto bodg, je pFi¢né vinéni (transverzalni vinéni).

131



7. KMITANI A VLNEN[

7.5.2 Podélné postupné vinéni

Kmita-li kazdy element hmotného prostiedi kolem své rovnovazné polohy podél ptimky
rovnobézné se smérem Sifeni vIinéni v daném bodé, pak je to podélné vinéni (longitudinalni
vInéni).

Obr. 7.19

Okamzitd vychylka u(x,t) hmotného elementu prostfedi z jeho rovnovazné polohy je v pifipadé
podélného vInéni popsana stejnou rovnici jako u vinéni pficného pouze s tim rozdilem, Ze vychylka
u(x,t) se nyni méfi od rovnovazné polohy kazdého bodu ve sméru fady, tj. ve sméru Sifeni vinéni
(obr. 7.19). Konstrukci znazornéni takovéto viny provedeme sklopenim vychylek pii¢né viny do

% v

podélného sméru (do smeru bodové tady), a to kladnou pti€nou vychylku do sméru Sifeni viny,

zapornou piicnou vychylku do opacného sméru. Hmotné elementy prostiedi se budou zhust’ovat
a zfed’ovat.

7.5.3 Odraz postupného vinéni

Kazda bodova fada nékde skonci a asi bychom si méli fici, co se stane na jejim konci. Pfima
bodova fada muze koncit bud’ pevnym anebo volnym koncem. To Ize demonstrovat lanem nebo
gumovou hadici, které¢ jsou na jednom konci pevné anebo voln¢ uchyceny. Vhodnym trhnutim
volnym koncem hadice vytvoiime na hadici pfi¢nou ptlvinu, kterd postupuje hadici stalou rychlosti
k druhému konci hadice. VInénim, které dospéje na konec fady, vznikne odrazena vlna, postupujici
fadou v opaéném smeéru, cemuz se fika odraz vinéni (obr. 7.20).

Je-1i konec fady pevny, nemize kmitat, reakci upevnéni na dopadajici vinu vznikne sila, ktera

a4

se tedy plsobenim sily upevnéni odrazi vinéni s opacnou fazi (rozdil fazi dopadajiciho a
odrazeného vInéni na pevném konci fady se rovna 7).
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Je-1i naproti tomu posledni bod fady volny (napf. konec hadice je upevnén tenkym provazkem,
takze muze kmitat), vIna se odrazi sebstejnou fazi.

LS A, S/
s

JoP
C .,<<'

Obr. 7.20

7.6 Interference vinéniv pfimé radé

Interference vinéni je proces, pii némz v prostiedi, jimz se soucasné $iii dvé nebo vice
(dil¢ich) vin stejné fyzikalni povahy, vznik4 vyslednad vlna. V prostfedi nastava sklddani kmitd,
ptislusejicich jednotlivym vInénim, ve vysledny kmit a vyslednou vlnu — nastava interference
vinéni.

7.6.1 Interference dvou harmonickych vinéni postupujicich stejnym smérem v primé bodové
radé

Necht' dvé vInéni maji stejnou fazovou rychlosti V a maji stejnou vinovou délku A i
stejnou uhlovou frekvenci @, ¢i frekvenci f a periodu T . Predpokladame, Ze vInéni SiFici se
bodovou iFadou jsou bud’ obé podélna, nebo pri¢na. Vychylka vysledného vinéni v kterémkoliv
bodé¢ tady je rovna algebraickému souctu vychylek obou skladanych dil¢ich vInéni.

Oba dil¢i kmity prvniho bodu fady jsou harmonické a maji nenulovou pocatecni fazi ¢, Ci ¢, a

mizeme je popsat rovnicemi tvaru (7.1), tedy
u (0,t) = Asin(ot+¢y),  U,(0,t) = Asin(ot+¢y,) (7.62)
kde A, A, jsou amplitudy vychylky dil¢ich kmitt. Dil¢i viny je tedy mozné popsat rovnicemi
U, (x,t) = Asin| (ot —kx) + gy, | u,(x,t) = A,sin [ (@t —kx) + @y, | . (7.63)

Vychylka vysledného vinéni v misté X a v case t bude dana souctem

u(x,t) =u (x,t) +u,(x,t) . (7.64)
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Nenulové vziajemné fazové posunuti Ap =@, —¢, dil¢ich kmitd prvniho bodu fady vyvola
dréhovy rozdil dil¢ich vin. Drahovy rozdil vinéni Ax=Xx,—X (X a X, méiime od libovolné

zvoleného mista 0 na bodové fad¢€) je vzdalenost dvou bodd, jejichz dil¢i kmity, piislusejici jedné ¢i
druh¢ dil¢i ving, maji stejnou fazi. (viz obr. 7.21). Fazové posunuti a drahovy rozdil spolu souvisi a

2
da se ukazat, ze plati Ap =kAx = TﬂAX (pokud je napt. Ap =7 tak Ax= %) :

Nejprve si pro jednoduchost zvolme A = A, = A. Vychylka vysledného vInéni je tedy

U0 1) =0, (X, 1) +U, (%, 1) = Asin| (ot —kx) + @y, [+ Asin| (ot —kx) + ¢, | . (7.65)
" ) ., . . . a+f __a-p ]
Pouzitim goniometrického vztahu Sin« +sin S = 2sin CcoS 5 dostaneme:
u(x,t) :2Asin(wt—kx+@jcos(wJ : (7.66)
-Ap ) . =
u(x,t) =2Acos — sin(ot—kx+) . (7.67)

+ . .- O
Vyraz w jsme pro zjednoduseni oznacili ¢ a dale plati cos A—;jzcos(—A—;J, protoze

kosinus je funkce suda

u(x,t):2Acos(A—2(p)sin(a)t—kx+¢) : (7.68)

e Vysledné vinéni bude mit stejnou fazovou rychlost Vv, stejnou vinovou délku A i stejnou
uhlovou frekvenci @.

o Clen 2ACOS(%) je konstantni a urCuje amplitudu vysledné viny. Jeji velikost zavisi na

fazovém rozdilu Ag.

Ap

e Bude-li 008(7]:1, mluvime o konstruktivni interferenci, amplituda vyslednych kmiti

bude maximalni. VyfeSenim této rovnice dostaneme podminku A@ =2nz, kde n je libovolné

celé ¢islo. Drahovy rozdil bude v tomto ptfipadé AX=nA.

cos (%j
2

vyslednych kmitd bude nulova. VyfeSenim této rovnice dostaneme podminku Ag = (2n +1)7z,

e Bude-li naopak =0, mluvime o destruktivni interferenci, kdy amplituda

A
kde n je libovolné celé &islo. Drahovy rozdil bude v tomto pfipadé AX =(2n +1)§ (obr. 7.21)
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llA

) i
d=(2n+1)§ A,

A
Zi 7,

Obr. 7.21

V piipadé, ze amplitudy dil¢ich vin jsou rtizné¢ A # A, , jsou podminky pro konstruktivni ¢i
destruktivni interferenci stejné. Pfi konstruktivni interferenci bude amplituda vyslednych kmitt
rovna A + A, a pii destruktivni nebude nulova, ale |A1 - A2|

7.6.2 Interference dvou harmonickych vinéni postupujicich opaénym smérem v piimé
bodové radé
Necht' se ptimou bodovou fadou §ifi stejnou fdzovou rychlosti v V navzijem opaénych
smérech dv€ postupna harmonické vinéni podélna nebo pficna, linedrné polarizovana v téZe roving,
stejné uhlové frekvence @ a stejné amplitudy A = A, = A. Poc¢atek Xx=0 volime v misté, v némz
se ob¢ proti sobé postupujici viny setkavaji tak, ze maji stejnou, napt. nulovou fazi. Od tohoto
okamziku méfime Cas t. Potom tyto dil¢i viny je moZné popsat rovnicemi

u (x,t) = Asin a)(t—é) = Asin(wt—kx), U (xt) = Asinae(t +§) = Asin (ot +kx) . (7.69)

Hodnota u,(x,t) je vychylka viny $itici se vpravo a u,(X,t) je vychylka viny §ifici se vlevo.

Vychylka vysledného vinéni, vzniklého interferenci obou vin, je rovna algebraickému souctu obou
dil¢ich vychylek
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u(x,t) =u,(x,t)+u,(x,t) = Asin (@t —kx)+ Asin(aot +kx) . (7.70)

+p

e : —_ : : . o—
Pouzitim goniometrického vztahu sin a +sin g = 2sin cos > g dostaneme:

u(x,t) = 2Asin(wt)cos(kx) = 2Acos (kx)sin («t). (7.71)

e Vysledné kmity vSech bodd fady (Clen sin(wt)), maji stejnou uhlovou frekvenci @ jako
harmonické kmity sklddanych postupnych vinéni.

e Amplituda zavisi na x-ové soutadnici bodu, a je tedy v rtznych bodech fady rizna (Clen
2Acos(kx)). Vysledna vlna nepostupuje v jednom ani v opa¢ném sméru fady (osy X), proto
tomuto vinéni fikdme uplné stojaté vinéni.

e Vyslednd vlna méa maximélni amplitudu v bodech, kde plati ‘cos(kx)‘=1 , a tedy

2
kx = 77[ X=%nz, kde n=0,1,2,... . V mistech X, = in% je tedy amplituda kmitli maximalni a

témto mistim fikame kmitny.
e Vyslednd vlna ma minimalni amplitudu v bodech, kde plati COS(kX)=O a tedy

kx = ZTEX = i(2n +1)% ,kde n=0,1,2,.... V mistech X, = i(2n +1)% je tedy amplituda kmitt
minimalni a témto mistim #ikame uzly (obr. 7.22).

Vzdalenost dvou sousednich uzll je rovna > stejné tak jako vzdalenost dvou sousednich kmiten.

- - = - i |
a) E § 5 | ! % E
| : 1 & i ;
b) / \ 1 1 e ! "I" "\. 1 } i 4 "‘, { |
N/ | B | | e’ i
& | [ /N ‘ l 7\ |
,// \"-_ // \| | ‘,// \ ‘ | /"/ \ 1/ \'
c) —r— iy, Yy —t— ——
NS | : \_/ L I | X |
t=20 t—l'l' | t—l'l' 1—3'1‘ t=1 |
= T4 & T4 -

Obr. 7.22  (podle [4])

Stojaté vinéni vznikd v bodovych fadach, které jsou omezené na obou stranach. Néazornym
piikladem takovéto bodové fady mize byt kytarova struna. Takovéto stojaté vinéni nazyvame také
chvénim. Jak jsme jiz dfive uvedli, na pevném konci bodové fady dochazi k odrazu viny s opacnou
fazi. Vychylka odrazené¢ viny je tedy opacna nez vychylka dopadajici viny a tedy vysledna
vychylka koncového bodu je nulova. Stojaté vinéni, ve kterém se sklada postupujici a odrazena
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vlna, ma pak na pevném konci uzel. Na volném konci naopak vznikd odraz se stejnou fazi,
vychylka odrazené viny je stejna jako vychylka dopadajici viny. Stojaté vinéni, ve kterém se sklada
postupujici a odrazena vlna, ma pak na volném konci kmitnu.

Ma-li bodova fada oba konce pevné, mohou na ni vzniknout jen takové stojaté viny, které
maji na obou koncich uzly. Na délce | bodové fady musi tedy byt celistvy podet palvin, takze

A
| = n;“,n =1,2,3,..., (7.72)

jak vidime na obr. 7.23. Zde jsou znazornény maximalni vychylky bodu fady pfi pti¢nych kmitech;
pfi podélnych kmitech tyto vychylky jenom sklopime do bodové fady.

Bodova fada se tedy mtze chvét s frekvencemi

\" n
=—=—V, n=123.., 7.73
f= = (773
kde v je rychlost Sifeni viny bodovou fadou. Zakladni frekvence vznikne, je-li na bodové fadé
jedind pulvlna (n = 1), jejiz vlnova délka dle (7.72) 4,=2l a pfislusna frekvence flz/ll:%
1

(zédkladni frekvence). Vys$§i harmonické jsou kmity, jejichz frekvence je rovna celistvym

nasobkim zakladni frekvence f,.

A _—— { —“‘\_\‘r/ & 1 o
2 4= —V =34
~ 5o N > i >
DI S e > =4
— 1.
c) _-____,-%«___‘_-_— = E/.

d) —a Vi
S o . I s W 2

,) ﬂ\\‘ -_____-’ (h\‘ : l = -:{/1

Obr. 7.23

Ke stejnym zavérim dojdeme i u bodové fady na obr. 7.23, jejiz oba konce jsou volné. Rozdil je jen
v tom, ze na obou volnych koncich fady ma stojaté vinéni kmitny a zédkladni chvéni ma uprostied
fady uzel misto kmitny.
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Ma-li bodova fada jen jeden konec volny a druhy konec pevny, miize kmitat tak, Ze na volném
konci je kmitna a na pevném konci je vzdy uzel, takze na bodové fadé se rozlozi lichy pocet
ctvrtvln stojatého vinéni a tedy plati:

n

A v %
l=—@2n-1), f=—=02n-)—=@2n-Df, n=1,23.. 7.74
2 (2n-1) L=(2n-1 - =@n-)f, (7.74

n

Praveé popsanymi zptisoby s€ mohou piicné chvét struny, podélné tenké tyce a vzduchové sloupce
(napt. v pistalach).

7.6.3 Interference dvou harmonickych vinéni blizkych frekvenci postupujicich stejnym
smérem v primé bodové radé

Necht’ se ptfimou bodovou fadou §ifi stejnou fazovou rychlosti v stejnym smérem dvé
postupna harmonicka vinéni (podélnd nebo pfi¢na, linearné polarizovand v téze roviné) o stejné
amplitudé A, se stejnou (nulovou) pocatecni fazi, ale s nepatrné odliSnymi frekvencemi (necht je
napf. o, > @,). Dil¢i viny je tedy mozné popsat rovnicemi

u, (x,t) = Asin(ot—kx) , u,(x,t) = Asin (@, t—k,X) . (7.75)
Vychylka vysledného vinéni v misté¢ X a Vv case t bude dana souctem

u(x,t) =u,(x,t) +u,(x,t) = Asin(a,t =k, x)+ Asin(a,t —k,X) .

%8 cos

. ’ . . , . - . o —
Upravenim pomoci goniometrického vztahu sin a +sin = 2sin > p dostaneme:

_wz) t _(kl_ kz) X sin (a)l+a)2) t _(k1+ kz) X
2 2
&+@:E
2

u(x,t)=2Acos (4

w, +w,

a po zavedenim @,— @, =A@, Kk,—k, =Ak, =0,

Awt—

u(x,t)=2Acos AkX sin(@t—kx) . (7.76)

Podivejme se, jak kmita prvni bod piimé bodové fady (x=0)

u(0,t)=2A cos% sin(at)
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Na tento vyraz se v prvnim piiblizeni mizeme podivat jako na kmity s thlovou frekvenci @ (vyraz

. ) Awt A : :
sin(wt)) o amplitudé 2A COS%, ktera se méni s frekvenci Ta) Jelikoz frekvence o, @, jsou

. A _
blizké a predpokladali jsme, Ze @, > w, tak plati, Ze Tw [l @ . Uhlova frekvence, se kterou se méni

amplituda, je mnohem mensi nez uhlova frekvence @ . Kmity tohoto bodu vykazuji razy, viz
odstavec 7.4.1.

Amplituda vysledného vinéni se méni a je zavisla na vzdalenosti X, v disledku ¢ehoz je vinéni
rozdéleno do tzv. grup (skupin vin). Na obr. 7.24 je zachycen pohyb grup vInéni prostorem. Fazo-
va rychlost vysledného vinéni se urci v= % Je to rychlost, s jakou se posouvaji amplitudy A.
Jednotlivé grupy vin postupuji bodovou fadou rychlosti, ktera se nazyva grupova rychlost a urci se

A . . .
Vgr = 29 Jeto rychlost s jakou se posouvaji amplitudy grup A,

Obr. 7.24
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7.7 Si¥enivin v prostoru

Z ptedchozi kapitoly tedy vime, ze kmita-li nékterd Castice hmotného prostiedi, pak
pusobenim elastickych sil mezi sousednimi ¢asticemi prostiedi se toto kmitani pienasi z kmitajici
Castice (ze zdroje rozruchu, zdroje vInéni) na sousedni castice. Prostiedim se §iii kmity jeho
jednotlivych &astic, coz nazyvame elastické vinéni. Sifi-li se vInéni v kazdém bodé prostoru stale
Vv jednom sméru, nazyva se postupné vinéni. Toto vinéni mize byt pri¢né (kmity ¢astic prostredi
jsou kolmé na smér Sifeni) a nebo podélné (kmity Castic prostiedi se d&ji ve sméru §iteni).

Pti Sifeni podélného elastického vinéni dochézi ke stfidavému zhusSténi a zfedéni latky kolem
mist nulovych vychylek, coz je zpisobeno zménami tlaku, jimiz se podélné vinéni pienasi z jed-
noho
latkového elementu na sousedni. Proto se podélné vinéni muze §ifit v pevnych latkach, kapalinach 1
plynech. Pfi¢né vinéni je pfendSeno smykovymi silami a proto se §ifi jen v pevnych latkéach.

Necht se ze zdroje vInéni §ifi do vSech sméri stejnou fdzovou rychlosti V. Smér v némz se
v daném misté vInéni §ifi udava paprsek. V tomto sméru se $iii i energie, kterou vinéni pienasi.
Diky tomu tedy za ur€ity kratky ¢asovy interval dt vinéni dorazi do bodt ve vzdalenosti vdt od
zdroje (obr. 7.25).

vnéjsi obalka = nova ¢elni vinoplocha

/I\ /!

L
e P
—
V\_/\ﬂ ’-/
, Z vdt ;
zdroj vinéni

elementarni
vinoplocha

Obr. 7.25

Geometrickym utvarem, ktery tvofi mnozina vSech takovych bodi, je kulova plocha. Na této ploSe
také plati, ze v daném okamziku kmitaji vSechny body se stejnou fazi. Tato plocha se nazyva
vlnoplocha. Za dalsi okamzik dt dostaneme dalsi plochu, atd. V piipadé bodového zdroje a
homogenniho prostfedi budou tyto vinoplochy kulové. Vinoplocha, kterd odd€luje prostor, kam
vInéni uz dorazilo a kam jeSté€ ne, se nazyva ¢elni vinoplocha. Pokud se ovSem vyrazné vzdalime od
zdroje, miizeme jiz vinoplochy povazovat za rovinné.
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Rovinné vInéni (rovinna vlna) je charakterizovana svazkem rovnobéznych paprskii. Vinoplochy
rovinného vInéni jsou vzajemné rovnobézné roviny, kolmé k paprskiim.

7.7.1 Huygenslv-Fresnellv princip. Odraz a lom rovinného vinéni

Z bodového zdroje se $ifi vinéni ve vinoplochich, které nazyvame elementarnimi vlno-
plochami, jsou-li jejich rozméry relativné velmi malé. Za piedpokladu, Ze existuji elementarni
vinoplochy, plati Huygenstv - Fresnelv princip, ktery zni:

VlInéni se §iii prostorem tak, Zze vSechny body prostoru, do nichz v daném okamziku vinéni dosp¢je,
se stavaji bodovymi zdroji elementarniho vinéni, které se z kazdého bodu rozsifi na elementarni
vlnoplochy; nové celni vinoplocha je obéalkou vSech elementarnich vinoploch, ve sméru ve kterém
se vInéni §ifi.

Odraz a lom rovinného vinéni

M¢jme dvé rtizna prostiedi, kterd jsou homogenni (tedy takova, ze jejich vlastnosti jsou ve vSech
mistech stejné, nezavisi na prostorové souradnici) a izotropni (jejich vlastnosti nezavisi na sméru
Sifeni vInéni). Fazova rychlost $ifeni vinéni v prostiedi 1 je v; a Vv prostiedi 2 je v,. Na obr. 7.26
jsou zvoleny ¢ty paprsky, které reprezentuji $iteni vinéni, a které jsou kolmé na vinoplochy. Pfi
dopadu viny (vIinéni) na rozhrani dvou riznych prostiedi se ¢ast viny odrazi zpét do prostiedi odkud
prichazi dopadajici vina a ¢ast viny projde do druhého prostredi (nenastane-li Giplny odraz). Vznikne

tak odraZena vlna, Sifici se v prostiedi 1 fadzovou rychlosti v, a lomena vlna, Sifici v prostfedi 2

fazovou rychlosti v,. OdraZzena 1 lomena vlna ziistdvaji rovinnymi vlnami, jejich frekvence jsou

stejné jako frekvence dopadajici viny a paprsky charakterizujici sméry $ifeni dopadajici, odrazené a

lomené viny leZi v jedné roviné.

e Uhel a, , ktery svird dopadajici paprsek 1 s kolmici k rovin€ rozhrani v bodé A (s kolmici
dopadu k), se nazyva uihel dopadu ¢, .

o Uhel o], ktery svira odrazeny paprsek 1’ s kolmici dopadu k, se nazyva uhel odrazu. Uhel «,,

ktery svira lomeny paprsek 1” s kolmici dopadu, se nazyva uhel lomu.
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Obr. 7.26

Odraz (reflexe) vinéni. Ur¢eme nyni smér odrazeného paprsku. Ten je kolmy k vinoplose V,’
odrazeného svazku paprskil. Uvazujme paprsky 1 a 4 a €elni vlnoplochu V. Vina odrazena v bodé
A dorazi do bodu C; v témz okamziku, v némz dopadajici vina z bodu A4 dospéje do bodu B4 na

rozhrani, takze délky |A,B,|=|A.C,| jsou stejné. Pravothlé trojuhelniky 1A A,B,, UB,A,C, jsou

také stejné a tedy plati @, = o . Muzeme nyni formulovat zakon odrazu:

OdraZeny paprsek lezi v roviné dopadu dopadajiciho paprsku a pritom uhel odrazu se rovna
uhlu dopadu.

Lom (refrakce) vinéni. Pti vysetfovani lomu postupujeme analogicky, jen musime uvazit rizné
rychlosti §ifeni vlnéni v obou prostiedich. Za dobu 7 necht’ paprsek 4 urazi drahu |A4B4| =V,T.

Za stejnou dobu polomér elementarni vinoplochy $ifici se z bodu A; do druhého prostiedi bude
roven |A,D,|= v,z . Z pravouhlych trojuhelnika 1A A,B,, 1B,A,D, uréime

[A.B,|
sing, _ |AB,| _|AB| v,z _v, (7.77)
sina, |AD| |AD| v,z v, |
|A1B4|

Odvodili jsme tim Snelliv zdkon lomu. Pomér sinu tthlu dopadu k sinu thlu lomu je roven poméru

fazové rychlosti vinéni v, v prostfedi 1 odkud vinéni dopada a jeho fazové rychlosti v, v prostiedi

2. Pro dana dvé homogenni izotropni prostiedi je tento pomér staly, nezavisly na tthlu dopadu.
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7.7.2 Dopplerav jev

Z vlastni zkuSenosti vime, ze pii vzajemném pohybu néjakého zdroj monoténniho zvuku
(troubici auto, sanitka) a pfijimace (Cloveék) dochazi ke zménéné pozorované frekvence zvuku.
Tento jev, ktery pozorujeme, resp. slySime, se nazyva Doppleriv jev. Frekvence f, periodického
vInéni, kterou vnimé pozorovatel (pfijimac), se 1iSi od frekvence f, kmitani zdroje, ze kterého se
toto vInéni Sifi.

Dopplertv jev nevznikd obecné jen u zvuku, ale i u elektromagnetickych vin (svétla).
Vyuziva se v mnoha oborech, naptiklad pro méteni rychlosti vozidel, letadel, v 1ékatské sonografii.
V astronomii se Doppleriv jev projevuje posuvem spektralnich Car vyzarovanych vesmirnymi
télesy. Pokud se tato télesa vzdaluji od Zemé, l1ze pozorovat takzvany rudy posuv. Pokud se télesa
pfiblizuji, mtizeme pozorovat modry posuv.Probereme nyni jednotlivé varianty, které mohou nastat.

1) Pozorovatel se pohybuje ke zdroji vinéni, ktery je v klidu v klidném prostiedi.
Pfedpokladejme, Ze pozorovatel se pohybuje rychlosti v, ke klidnému zdroji vInéni, ktery vysila
vinéni frekvence f;, Sifici se v klidném prostiedi fazovou rychlosti v a necht’ plati v, <v (obr.

7.27).
Béhem jedné periody se pozorovatel posune ke zdroji o vzdalenost v,T , a tedy z jeho pohledu je

vlnova délka zdroje o tuto vzdalenost kratSi a tedy plati 4, =4, —Vv,T . Upravenim dostaneme

V+V
fl:\;——vpfi a tedy plati fo= P £, . (7.78)
p o p v

Pokud by se naopak pozorovatel od zdroje vzdaloval, byla by situace 4, =4, +v,T , a tedy

V—V

f = P (7.79)
O . .
P v
\ N
\\
i )'I\. : "'.I -
Yl | Ao \ Ay
s s s AN N AN
A = 3 Z - ;'\_‘ d
/'I',,-\ /;*j} .!
[ 4 %
:/
/.‘
/
~ zdroj v klidu
Obr. 7.27
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2) Zdroj vinéni se pohybuje vzhledem ke klidnému pozorovateli v klidném prostredi.
Predpokladejme, Ze zdroj vinéni se pohybuje rychlosti v, ke klidnému pozorovateli a pfitom

vysila vinéni frekvence f, které se §ifi klidnym prostiedim fazovou rychlosti v. Na obr. 7.28

vidime vinoplochy ze zdroje, ktery se pohybuje k pozorovateli. Ve sméru pohybu zdroje dochazi

k nahusténi vlnoploch. Vinova délka je tedy kratsi o vzdalenost, kterou urazil zdroj vinéni béhem

jedné periody. Plati tedy A, = 45 —V,T . Upravenim dostaneme y_y -V, fi a z toho plyne:

p fO 0

f = fy . (7.80)

Pokud by se zdroj vInéni od pozorovatele naopak vzdaloval (pozorovatel P, na obrazku),

vzdalovani zdroje od pozorovatele.

f= f, . (7.81)

zdroj pohybuijici se rychlosti v

Obr. 7.28

V piipadé€ pohybu jak zdroje vInéni, tak pozorovatele miizeme napsat obecné

+
_V_Vp

= fo (7.82)
- ' Z

kde rychlost pozorovatele v je kladna pii pohybu ke zdroji vinéni a zaporna pii pohybu od zdroje
vinéni. Stejné je to se znaménkem rychlosti zdroje vinéni v, (kladna pfi pohybu zdroje vinéni

k pozorovateli).

144



7. KMITANI A VLNEN[

Zdroj vinéni se pohybuje rychlosti vétSi nez je rychlost Sifeni vinéni v, >V

V tomto piipad¢ nastane situace, kdy rychle se pohybujici zdroj pfedbihd vytvarené vinéni a
vznikne vlnové pole na obr. 7.29. Celni vlnoplocha ma tvar plasté kuZele, v jehoZ vrcholu je zdroj
vinéni. (tzv. Machiiv kuzel). Pro uhel ¢ plati

sing = v _ i
v Ma

z

(7.83)

kde Ma je Machovo ¢islo. Piikladem tohoto jevu je razova vina za letadlem, leticim nadzvukovou
rychlosti, nebo viny na vodni hlading za rychle jedoucim ¢lunem.

Machova &ara—_

\‘\
T~ m
Machiv thel /Li’ zvukova vina
o /
zdroj zvuku ///{“
| \ et / \vt \(
-~ { \ \
/_/?‘SI ll A' ‘l
A | Y

Obr. 7.29

7.7.3 Vlnova rovnice
Doposud studovali chovani vinéni, ale nefesili jsme jeho piic¢iny. VInu jsme popsali funkci
u(x,t) =u,sin a)(t ——J =U,sIn (a)t y kx) popisujici rovinnou vinu §ifici se ve sméru osy X .
v
VInovou funkei Ize ziskat jako FeSeni vinové rovnice.

Vlnova rovnice je rovnice vychazejici z jiz zndmych fyzikalnich zakonl a principl. Nejprve si
ukazeme, jak tato vlnova rovnice vypada.

4

VInova rovnice je parcialni diferencialni rovnice druhého tadu, které vyhovuji funkce popisujici
vinéni. Nejjednodussi tvar ma vinova rovnice pro netlumené vinéni, Sifici se homogennim
izotropnim prostfedim konstantni fazovou rychlosti o velikosti V . Pro jednoduchost vypoctu
predpokladejme, ze rovinné harmonické vinéni podélné nebo pii¢né linedrné polarizované se Sifi

rychlosti V. ve sméru osy X, takze vychylka hmotného elementu u(x,t) z jeho rovnovazné polohy je

., . X , <ro . s s .
popsana rovnici u(x,t):ASIn a)(t——) . Nyni vypocitdime druhé parcidlni derivace funkce
\"

u(x,t) jak podle Casu t, tak podle soufadnice X :
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du
ot?

—w’Asin a)(t—ﬁj = —o’u(xt)
v

o%u o’ . X »?
— = —— Asino|t-=| = —= u(xt).
S5 = -5 asino[t-X] - -5 u(xy

Porovnanim poslednich vyrazt v téchto dvou relacich dostaneme vinovou rovnici pro vinéni, Sifici
se ve smeru osy X

ou 1o

— == — . 7.84
ox*  v? ot? (7.84)

Lze ukéazat, ze pro rovinnou vinu $ifici se V obecném sméru prostorem plati

o’'u ou du 1
st Szt 22T 2 a2 (7.85)
ox" oy 0z V- ot
nebo ekvivalentni zapis
1 ou
Uu=——. 7.86
v ot? (7.80)
o0 o 0
V druhém piipad¢ jsme zavedli Laplacetv diferencialni operator A = P +a 5 +a >, ktery je
X y z
L, . : , -~ =0 =0 =~0 , ,
roven skalarnimu souc¢inu Hamiltonova operatoru nabla V = ™ + ] v +k > S nim samym, tedy
X y z
- = o0 o 0
A=VV=V'= +—+ :

ox> oy* 01° (7.87)

Rovnice (7.86) se nazyva vinova rovnice. Jako diferencialni rovnice plati v limité pro velmi malou
¢ast prostoru, v némz muizeme jakoukoliv obecnou vIlnu povazovat za rovinnou, takZze lokalné
popisuje vinu jakéhokoliv tvaru. Rovnice nezahrnuje tlumeni a plati tedy jen pro netlumené
viny.

Rovnice tvaru (7.86) plati i pro veli¢inu vektorové povahy, tj. pro obecné pticné vinéni
mechanické nebo elektromagnetické vinéni, které je popsano vektorovou veli¢inou U(X,Y,Z,t).

VInova rovnice ma tvar:

1 0% 1 &

AU = nebo A(ui +u,j+u,k) = —Zﬁ(uxf+uyf+uzlz) . (7.88)
Vv

SV ot?
Jevy popsané stejnym typem diferencidlnich rovnic jsou si fyzikdln€¢ podobné. Setkame se s ni

nejen v mechanice, ale i v optice (svétlo je elektromagnetické vinéni), piipadné kvantové fyzice.
Veli¢ina charakterizujici fyzikalni pole je popsana vlnovou rovnici (7.88). Casovd zména této
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veli¢iny v nékterém misté pole nezlstava lokalizovana v tomto miste, ale jako vInéni uvazované

veli¢iny se $ifi do okolniho prostoru. Pfitom konstanta imérnosti —- je rovna pievracené hodnot¢
\'

ctverce fazové rychlosti Sifeni vinéni.

7.7.4 Podélné viny v tenkeé tyci

M¢jme nyni tenkou ty¢, jejiz jeden konec jsme podélné rozkmitali. Pfi¢né elementy tyce

kmitaji kolem rovnovaznych poloh (obr. 7.30).

Ax'
1 u,y 2|u; |
L e B
|
0 X Ax x + Ax =X
vt Obr. 7.30

K odvozeni podélnych vin v tenké ty¢i vyjdeme z Hookova zdkona pro tah, tlak a z pohybové

rovnice (2. Newtonova zakona sily). Vezmeme si dva pii¢né elementy (znacime 1,2), které jsou

velmi blizko od sebe a necht’ poloha elementu 1 je rovna poloze X od rozkmitaného konce tyce.

V dal§im feSeni postupujeme nasledujicim zpiisobem:

Necht' v klidu byly tyto elementy ve vzdalenosti Ax . Kdyz oba elementy kmitaji kolem
rovnovaznych poloh, je jejich vzdalenost v dany okamzik t rovna Ax'a vychylka elementu 1 je
u,, vychylka elementu 2 je u,. Z obrazku je vidét, ze plati AX—u, = Ax'—u,. Po upraveni

dostaneme pro zménu vzdalenosti elementi 1,2 vztah:
AX'—=AX=U, —U, =AU. (7.89)

Relativni zména vzdalenosti elementt 1,2 (relativni prodlouzeni) se urci jako

AX'—AX U,—U; Au

AX  AX  AX

Lokalni relativni zménu délky tyCe v misté X muzeme urcit jako limitu situace, kdy elementy
priblizujeme k sob¢, a tedy Ax—0:

(7.90)
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lim AU g_u = g(x,t)

Ax—0 A X X B (7 91)

Tuto veli¢inu oznac¢ime jako relativni prodlouzeni v misté X a v case t.

V kazdém pticném prifezu tyce je v daném okamziku t obecné jiné mistni pomérné prodlouzeni
£(x,t) a proto dle Hookova zakona i jiné napéti
o, = Ee(xt) = Ea—l'I : (7.92)
OX
V tom je rozdil od prostého namahani tyc¢e tahem, kdy je ve vSech prufezech tyce stejné &
istejné o, .
Na vybrany usek tyce omezeny prafezy 1 a 2 ptisobi ve sméru osy X vysledna sila
F=0,5-0,S=SE(g,—-¢), (7.93)
kde S je prufez tyce.
Posunuti (vychylka) prufezu tyCe ve sméru osy X je U (X,t) , takze jeho rychlost je % a

2
zrychleni je rovno — .
ry J or

Pro vybrany usek tyCe prufezu S, délky AX o hmotnosti Am = AVp = SAxp, kde p je
hustota materialu tyce, apravou rovnice (7.93) dostaneme

‘92_‘91)

F=S(oc,~-0,)=SE(¢,—¢) =SE ( n AX . (7.94)
X
Jsou-li elementy 1 a 2 dostateéné blizko sebe, mizeme opét piejit k limité
_ . (e,-4)
F=S(0,-0,)=SE(¢,—¢) =SE AllToTAX : (7.95)

A s pouzitim vztahti (7.91 a 7.92) dostaneme kone¢ny vysledek

F =SE a—gAx = SE@AX =Ama = pAVa = SAx,o@
OX OX ot
pohybova rovnice (796)
ou_ pdiu _|E
y - Ey vinova rovﬁe (7.84) = ;

Pro rychlost §ifeni podélného vinéni v tenké elastické tyci tedy plati:
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v:\/E. (7.97)
yo)

7.7.5 Podélné viny v kapaliné nebo plynu

Zobecnénim vztahu (7.97) dochazime k tomu, Ze rychlost Sifeni mechanického vInéni zavisi na
setrvacnych a elastickych vlastnostech prostfedi. Mizeme tedy symbolicky napsat:

V=\/elastlcke vlasnosti (7.98)
setrvacné vlastnosti

K odvozeni podélnych vin v kapaliné ¢i plynu se opét pouziva 2. Newtonlv zédkon ve spojeni
s elastickymi vlastnostmi kapalin a plynt. Elastické vlastnosti tekutin (kapalin a plynl)
charakterizuje objemova stla¢itelnost y . Tato veli¢ina je definovana jako

av

y= -~ (7.99)

Ap '’
AV . o . o Y, ¢ . . . Lr
kde e je relativni zména objemu pii malé zméné tlaku Ap . KdyZ tekutinu stla¢ime (zvySime
uvnitf tekutiny tlak o Ap), tak se zmensi objem o AV (zmenSeni proto znaménko minus), resp.

. VRV AV . . .. . .
dojde krelativni zméné€ objemu o Pievracend hodnota objemové stlacitelnosti se nazyva

: e ! 1
modul objemové pruznosti a znaéime ho K ==.
4

Tabulkové hodnoty pro vodu a vzduch:

Voda K =2,36.10° Pa
Vzduch K =4,85.10° Pa

Rychlost $iteni podélného vinéni v sloupci tekutiny se tedy analogicky se vztahem (7.98) urci ze
vztahu:

v= (K (7.100)
o,

V ptipadé vétsiny plynt se da modul objemové pruznosti K vyjadfit pomoci Poissonovy konstanty

Cp Cmp . Kp .
K= a =C— (plyne z termodynamiky) a plati v= |— . Pti tomto odvozeni se vychazi z toho,
Yo

mv

ze zmény tlaku v plynu pii vysokych frekvencich probihaji relativné rychle, a proto se pii nich
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nestaci vyrovnat teploty mezi sousednimi elementy, a z tohoto diivodu tyto zmény lze povazovat za
adiabatické a plati Poissonova rovnice pro adiabaticky d¢j.

7.8 Akustika

Akustika je obor fyziky, ktery se zabyva vlastnostmi zvukového vinéni (zvuku), jeho
vznikem, Sifenim a ptisobenim na latku a jeho U¢inky na sluchové organy.

Zvukem rozumime sluchovy vjem sluchového organu i1 jeho objektivni pii¢inu, jiz je
mechanické kmitani a jim buzené mechanické, elastické vinéni prostredi, které je lidsky sluchovy
organ schopen pfijmout a mozek zpracovat ve sluchovy vjem. Zvuk se §ifi jen v latce, v pruzném
prostiedi, tj. nesifi se ve vakuu.

V tuhych latkach se §iFi viny podélné i pri¢né, v kapalinach a plynech se §ii'i jen viny podélné.

Normalni lidské ucho je schopno zaregistrovat zvukové viny o frekvencich fadové v rozsahu
16 Hz-20000 Hz . Zvukové vInéni o frekvencich menSich nez 6 Hz nazyvame infrazvuk a
zvukové vInéni o frekvencich vyssich nez 20000 Hz ultrazvuk.

Zvuk muzeme rozdélit také podle pribehu akustického tlaku. Z pifedchoziho vykladu jiz vime, Ze
pti Sifeni podélného vinéni v tekutindch dochazi ke zménam tlaku, resp. zvuk je podélné vinéni a
muzeme ho tedy popsat zménami akustického tlaku (obr. 7.31).

Cisty ton = akusticky tlak je harmonickou funkeci asu (sinus, kosinus).
Tén = akusticky tlak je periodickou, ale ne harmonickou funkci ¢asu.

Hluk, Sum apod. = akusticky tlak se méni nepravidelné s Casem.

Spektrum
akustickcho tlaku

a. 14 ph
v [IA_A
vV v

Priabch akustického taku

2l

P\ P
SN AWAWA
!
RV £ 2 3f F
C.
Py |
Hiuk \A%}
(Sum) — s /\—-\,—

Obr.7.31 [1]
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Fourier ukazal, Ze kmity libovolné periodické fyzikalni veliCiny s periodou T, = i, lze vyjadiit
0
jako soucet zakladni harmonické slozky (stejné periody Tgzvané zakladni perioda) a vysSich

harmonickych sloZek f, = 1 =kf,, kde k =2,3,4,...
Tk
Zavislost amplitudy akustického tlaku jednotlivych slozek slozenych kmiti na jejich frekvenci se

zobrazuje graficky. Takovy graf se nazyva amplitudové spektrum kmitu.

Objektivni vyska tonu je uréena frekvenci f,. Slozky vyssich harmonickych uréuji zabarveni tonu.

Toto zabarveni urCuje rozdil mezi stejnym tonem zahranym na klavir a housle ¢i jiny hudebni
nastroj.

V dal§im vykladu budeme uvazovat jen zvukové viny podélné, Sifici se bez tlumeni v homogennim
izotropnim prostiedi. Z obecného vykladu o vInéni vime, Ze takou vlnu Ize popsat rovnici
odpovidajici rovinné vin€. Pfi podélném harmonickém vinéni §ificim se ve sméru osy X dochdzi
k podélnym vychylkam objemového elementu prostiedi a ty miizeme popsat rovnici

u(xt) = uosinw(t—é) . (7.101)

Tato vychylka se nazyva akusticka vychylka. Objemové elementy prostfedi ptfi vinéni kmitaji
kolem rovnovaznych poloh a méni se rychlost jejich pohybu. Tuto rychlost uréime jako derivaci
vychylky podle ¢asu a tedy:

ou X X
V, =— =mUycosw(t——) =v, sCcoso(t——) . 7.102
T 0 (t=2) =Vuo t=2) (7.102)
Pozor! Nezaménujme tuto rychlost objemového elementu prostfedi za fazovou rychlost v Sifeni

viny timto prostiedi.

Pti $ifeni vInéni prostfedim dochazi nejen k podélnym vychylkdm objemového elementu prostiedi,
ale také k zhustovani a zfed'ovani prostfedi, které 1ze charakterizovat zménami akustického tlaku,
jehoz pribéh 1ze popsat funkei:

P, =P, COSa)(t—z) = pVwu, cos ot —é). (7.103)
v

Z rovnic pro vychylku, rychlost a akusticky tlak v mist¢ X a v ¢ase t vyplyva, ze vychylka je
posunuta o % oproti akustickému tlaku a rychlosti objemovych elementl prostfedi (posun mezi

funkci sinus a kosinus, obr. 7.32). Frekvence (perioda) zmén vychylky elementu prostiedi je stejna
jako u rychlosti elementti prostfedi, ¢i zmén akustického tlaku.
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Uy (X, t)

u(x,t)

V souvislosti s dalsim vykladem zavedeme efektivni hodnotu akustického tlaku, ktera je definovana

Obr. 7.32

jako stfedni hodnota druhé mocniny akustického tlaku p, v tomto misté

2 1% 2 pg
P = ?E[padt ok’ (7.104)

P, = (7.105)

SiF
N ||©

7.8.1 Intenzita vinéni (zvuku)

Kmitajici Castice prostredi, jimz se $ifi zvukové (elastické) vinéni, maji urcitou Kinetickou
energii a deformacni potencialni energii. Zvukova (akustickd) energie E, je souctem celkové
kinetické energie kmitavych pohybl cCastic prostfedi, které konaji pifi Sifeni zvukové viny a
deformacni energie pfisluSejici deformacim elementi prostiedi, k nimz pfitom dochézi.

Pii Sifeni postupného vInéni si kmitajici ¢astice prostiedi predavaji kinetickou (potencialni)
energii, a tak se tato energie pienasi prostorem ve sméru $iteni vinéni. Jak jiz vime z mechaniky,
vykon je definovany jako prace vykonana za ¢as. Nyni si obdobné definujeme akusticky vykon
jako energii vyzafenou ze zdroje za Cas, a tedy:

p_dE
dt
Muze se jednat také o energii pienesenou prostorem ¢i dopadajici na povrch za cas. Jednotkou
akustického vykonu je [P]=W.

(7.106)

M¢jme element hmotnosti dm vinici se struny (obr. 7.33).
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dm \/

—_—

Obr. 7.33 (podle [2])

Podle (7.14) ur¢ime jeji mechanickou energii. Definujeme-li A = T jako délkovou hustotu struny,

kde m je hmotnost struny délky I, potom element struny délky dx bude mit hmotnost dm = Adx .
Vykon pienaseny vinénim lze urcit podle (7.106).

dE :lkA2 =1dma)2A2 :ldewZAZ
2 2 2
(7.107)
dE 1 .dx 1

P =2 12 02 A2 = = Jva?A? |
dt 2 dt 2

Tento konkrétni pfipad lze zobecnit: Vykon pfenaSeny vinénim zavisi na
e vlastnostech zdroje (na druhé mocning amplitudy a druhé mocniné tthlové frekvence)
e vlastnostech prostiedi, ve kterém se $ifi (rychlost Sifeni, délkova hustota)

VInéni SiFici se prostfedim tedy prenasi energii, ale nedochazi k prenosu hmoty.

Pfenos energie prostorem nemusi byt v prostedi vSude stejny, napt. pti poslechu hudby v nékterych
mistech hudebniho sélu slySime 1épe ¢i htife (v ose reproduktori, mimo osu reproduktorti, apod.).

Zavedeme proto veli¢inu, ktera zohledni tuto skute¢nost a nazyva se intenzita vinéni (zvuku) | .

Definujeme ji jako energii pi‘enesenou vinénim za jednotku ¢asu plochou kolmou na smér
Sifeni vinéni.

| — dE _ daP

ds,dt ds,’

(7.108)

kde dP je elementarni akusticky vykon a dS, je elementarni ploska kolma na smér Sifeni.
Jednotkou intenzity vinéni je [I]=W.m?=J.s".m?.
S vyuzitim vztaht 7.104, 7.105 a 7.107 muzeme jesté vztah 7.108 upravit:
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dE = %pdV w’ul = %psdedug
(7.109)

1
=S d 2,2
| = dE :Zp 5 quoz_pva)zuzz P :pez .
S, dt S, dt 2 ° 2pv pv

Obr. 7.34

Mezi elementarni ploskou dS, kterd neni kolma na smér Sifeni a ploskou kolmou na smér Sifeni
vinéni dS, podle obr. 7.34 plati vztah dS, =dScosea . Pokud pfifadime intenzit¢ vinéni smér,

v némz dochézi k pienosu energie a zavedeme tak vektor intenzity vinéni | .
Podle vztahu (7.108) plati dP = 1dS, atedy mizeme psat:

dP = 1dS, = IdScosa=1-dS,

kde T je vektor intenzity vindni a dS je vektor elementarni plochy (velikost vektoru je plocha dS a
smér vektoru normaéla k této plose).

Akusticky vykon prochézejici obecné velkou plochou S ur¢ime ze vztahu

P:”fd§.
S

(7.110)
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7.8.2 Subjektivni a objektivni sila zvuku

Aby v lidském uchu vznikl zvukovy vjem, musi akusticky tlak ¢i intenzita zvuku dosahnout
urCité hodnoty. Hodnoty téchto veli¢in, pfi nichZz za¢iname zvuk vnimat, se nazyvaji dolni mez
slysitelnosti nebo prah slysitelnosti. Tyto hodnoty jsou pro €isté tony riznych frekvenci rizné. Je-li
efektivni akusticky tlak tonu mensi nez tyto tzv. dolni prahové hodnoty, neni ton slySitelny. Prahové
hodnoty efektivniho akustického tlaku tond raznych frekvenci lezi na kiivce, zvané dolni mez
slySitelnosti nebo prah slysitelnosti (obr. 7.35). Obor slysitelnych zvukl je omezen i na strané
velkych intenzit (velkych akustickych tlaki), nebot’ piekroci-li intenzita (akusticky tlak) jistou mez,
mame v uchu pocit bolesti a pfestavad normalni vnimani zvuku. Tyto horni mezni hodnoty akustic-
kého tlaku (intenzity zvuku) jsou pro Cisté tony rizné frekvence rizné a lezi na kiivce zvané horni
mez slySitelnosti nebo prah bolesti. Oblast mezi prahem bolesti a prahem slySitelnosti v celém
rozsahu slysitelnych frekvenci nazyvame sluchovym polem.

140

130 =1 rih bolesn = 3
120 ING— 11111 120 fonu =1+

L0 |
100 |

20 50 100 200 500 10 210 510 1010
f |Hz) -

Obr. 7.35 [1]

efektivniho akustického tlaku 2.10°Pa a 20 Pa, coz odpovidd prahovym hodnotam intenzity
zvuku 10 *W.m™ a 1W.m?2,

Tento ¢isty ton (f = 1000 Hz) se pouziva v akustice jako srovnavaci (referencni) ton, takze spodni
prahové hodnoty intenzity |, a efektivniho akustického tlaku p,, jsou rovny

P, =2.10°Pa, 1,=10""W.m™. (7.111)
Vztah mezi velikosti podnétu a velikosti fyziologického vjemu vyjadiuje psychofyzicky Weberav-
Fechneriiv zakon. M¢ni-li se fyzikalni podnéty plsobici na nase smysly fadou geometrickou,

vnimame jejich zménu v fad€ aritmetické. Tento zékon plati pro sluchové i zrakové vjemy jen velmi
ptiblizné. Toto zjisténi bylo diivodem pro srovnavani intenzit sluchového pole v logaritmické
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stupnici. Intenzitu | vySetfovaného zvuku porovnavame se spodni prahovou intenzitou I
referen¢niho tonu frekvence f= 1000 Hz.
Zavadime veli¢inu, ktera se nazyva hladina intenzity zvuku. Hladina intenzity zvuku B se uréi

jako (dosadime za intenzitu | ze vztahu (7.110)) :
2

Pe

B = 10 |og|l — 10 log ( p2V ) = 20log-Pe . (7.112)

0 e0 e0

PV

a udava se v jednotkach dB (decibel).

Ptiklad ilustrujici Webertv-Fechneriv zakon: Zvysili jsme intenzitu zvuku na dvojnédsobek
pocatecni intenzity a potom jesté na trojnasobek pocatecni intenzity. Nas sluch bude ov§em vnimat
zmény odpovidajicim zméndm hladin intenzity zvuku:

B, =10Iog|L

0

B, =1OIog%:10I092+1OIogIL:3+1OIogII—:3+ B,.

0 0 0

B, =10Iog?—|=10Iog3+10Iog|L=4,77+10Iog|L=4,77+ B,.

0 0 0

kde B, je hladina hlasitosti na pocatku a B,, B, po zesileni. Hladiny intenzity zvuku se zvysi

vyrazné mén¢ oproti navyseni intenzity zvuku (dvojnasobek ¢i trojnasobek).

Hladina intenzity zvuku je objektivni fyzikalni veli¢ina, charakterizujici akustické pole. Nase
sluchové organy nejsou stejné citlivé pro vSechny frekvence oblasti slySitelnych tonti. Dva tony
ruzné frekvence, ale stejné intenzity vnima na$ sluch rtzné hlasité. Z tohoto divodu zavadime
subjektivni veli¢inu hladiny hlasitosti. Je to mira pro subjektivné vnimané hlasitosti tont riznych
frekvenci. Jednotkou hladiny hlasitosti je 1 fon (1 Ph). Jsou zavedeny tak, Ze hladina hlasitosti
referen¢niho tonu (1000 Hz) je ¢iselné rovna jeho hladin€ intenzity. Pro tony jinych frekvenci se
hladiny hlasitosti srovnavaji s témito hladinami hlasitosti referen¢niho ténu (obr. 7.35). Napt.
abychom vnimali ton o frekvenci 20 Hz stejné jako ton o frekvenci 1000 Hz a intenzit¢ 60 dB musi
mit ton 20 Hz intenzitu 100 dB (kiivka odpovidajici 60 Ph v grafu (obr. 7.35).

Ptiklady intenzity zvuku v Tab. 7.1.
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Tabulka 7.1 Intenzita zvuku

Intenzita zvuku [dB]
prah slysitelnosti 0
bézny hovor, pouli¢ni hluk 50-60
vrtacky, stroje 100-110
letadlo, koncert 120
prah bolesti 130

Priklady:

1)  Harmonické kmitani hmotného bodu je popsano rovnici x(t) =0,05sin(12,57t) m. Urcete

amplitudu, frekvenci, periodu kmitti, maximdlni rychlost a zrychleni hmotného bodu.

Reseni:

Porovnanim s obecnou rovnici kmitéi x(t) = Asin(wt +¢,) dostaneme A=0,05m, @=12,57s™.
10} 1 2x . ., ) .

Ze vztahu f = 2— =2Hz aT= ? =—=0,55s. Zderivovanim rovnice amplitudy dostaneme
Vs w

vztah pro prubéh rychlosti v, (t)= Awcos(wt+¢,) . Pro amplitudu rychlosti plati

V... =Aw=0,63m.s". Zderivovanim rovnice rychlosti dostaneme vztah pro priib&h zrychleni

X,max

a, (t) = —Aw’ sin(at + ¢,) . Pro amplitudu zrychleni plati @, = Aw’ =7,9 m.s?.

2)  Vlastni frekvence hmotného bodu na pruziné (mechanického oscilatoru) je 5Hz . PruZina
oscilatoru je natazena smérem doli zrovnovazné polohy silou 32mN . Pfi tomto d&ji byla
vykonéna prace 0,4 mJ. Napiste rovnici kmitani oscilatoru.

Reseni:
Vykonana prace pii napnuti pruziny se rovna potencialni energii. Pro potencidlni energii pruZiny

1 . .
plati vztah E =— kx* . Natazenim pruziny na vychylku X = A musime piekonat silu od pruziny

‘If‘:kx:kA na pruzing plati E =lka:EEx2:%Fx:%FA . Amplituda je tedy

P2 2 X

2E ,
A=—2=0,025m. Uhlova frekvence se uréi ze vztahu @ =27f =107 . Rovnice kmitil je

x(t)=0,025sin(10t) m.
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3)  Mechanické vInéni je popsano rovnici U(X,t) :0,03sin[27r(6t+4x)]m . Urcete

amplitudu, periodu, vinovou délku a fazovou rychlost vinéni. Urcete vychylku bodu vzdaleného

2m od zdroje vinéni v Case 125 .

Reseni:
Porovnanim s rovnici vinéni u(x,t) = Asin(wt —kx) dostaneme A=0,03m, w=127s™",

: ., 2r = , "
k =87 m™. Periodu ur¢ime ze vztahu T ==—=0,16 5. Vlnovou délku uréime ze vztahu
w

A= 2—7[ =0,25m. Fazovou rychlost vinéni uréime ze vztahu A =Vl =v= % =15m.s™.

Dosazenim do rovnice vinéni dostaneme u(2 m;12 s) =0, O3Sin[27z(72 +8)] m=0m.

4)  Kolikrat je nutno snizit intenzitu zvuku v daném misté, chceme-li snizit hladinu intenzity
zvuku a)o 5dB a b) 0o 10 dB.

ResSeni:

Vztah pro hladinu intenzity B =1OIogIL :

0

1

B—5zlologn—:10Iogl+10IogL:10Iog£+ B
I, n I n

a) 10Iog1 =-5
n

n=316
Intenzitu zvuku je tfeba snizit 3,16 -krat.

1

B—10=10|ogr|‘—=10|ogl+10|og|L:10|og1+ B
n n

0 0
b) 10log 19 -10
n

n=10
Intenzitu zvuku je tfeba snizit 10 -krat.
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